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Geometria I. Examen XII

Ejercicio 1 (5 puntos). Demostrar los siguientes enuciados.

a) Sea V un espacio vectorial y u,v,w € V tres vectores tales que u+ v +w = 0.
Si u y v son linealmente independientes entonces v y w también lo son.

b) Todo hiperplano vectorial de R* contiene un vector no nulo de la forma

a

2a
3 con a,b € R
4b

¢) Sea A € M, (R) una matriz cuadrada de orden n > 2 y U = {X € M,(R) |
AX = X A} el subconjunto de las matrices que conmutan con A. Entonces

(c1) U es un subespacio vectorial.
(c2) dimU > 2.

Ejercicio 2 (5 puntos). a) Para todo a € R, calcular el rango de la matriz
01 1
1 0 —a
A= 2 a —a
0 a 1

b) Para todo a, calcular una base del subespacio U C R? dado por las ecuaciones

0

T T 0

U= y | eR|A|l vy | = 0
2 2 0

c) Sea W C R* el subespacio vectorial generado por las columnas de A.

(c1) Calcular, para todo a, la dimensién de W.

(c2) Demostrar que, para todo a, W esta contenido en el subespacio V C R*
definido por
V=zar+2y—z=0

(¢3) Para todo a, calcular unas ecuaciones implicitas de .
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Ejercicio 1. Pasamos a demostrar cada uno de los enunciados:

a)

De u+v+w = 0 tenemos que w = —u —v. Para ver que v y w son linealmente
independientes, sean a,b € R tales que av + bw = 0. Entonces:

av +bw = av + b(—u —v) = av —bu —bv = (a — b)v — bu =0

Pero como u y v son linealmente independientes, entonces:

a—b = 0 . a = 0
-b =0 b = 0

Por lo que v y w son linealmente independientes.

El conjunto de vectores que son de la forma (a, 2a, 3b, 4b) para ciertos a,b € R
es un subespacio vectorial de R*:

V =£{(1,2,0,0),(0,0,3,4)}

con dimV = 2. Sea ahora H C R* un hiperplano vectorial de R*, entonces
dimH = 4 —1 = 3. Como tenemos dos subespacios en R* cuya suma de
dimensiones es mayor que 4, sabemos gracias a la férmula de dimensiones:

dimV +dim H = dim(V & H) + dim(V N H)

que su interseccion es de al menos una recta vectorial, con lo que todo hiper-
plano H de R* contiene algin vector no nulo de la forma (a,2a, 3b, 4b) para
ciertos a,b € R.

Demostramos los dos apartados:
(cl) Sabemos que 0 € U y sean B,C' € U y a € R, entonces:
(aB+C)X = (aBX +CX) = (aXB+ XC) = X(aB+ C)

con lo que aB + C € U, concluimos que U es un subespacio vectorial de
M, (R).
(c2) Distingamos casos:

» Si Jda € R tal que A = «l, entonces U = M, (R), ya que todas las
matrices conmutan con o/ para cualquier a € R.

= Si no, entonces I y A son linealmente independientes y:
I-A=A=A-1 A-A=A-A

ambas conmutan con A, con lo que I, A € Y. Como tenemos dos
matrices linealmente independientes en U/, concluimos que dim#/ ha
de tener al menos dimensién 2.



